A grafelmélet elemei

A grafelmélet a tiszta és az alklamazott matematikanak kiilonosen izgalmas fejezete, mert univerzalis
jelleg: alkalmazhat6 az egzakt tudomanyokban, a tarsadalomtudomanyokban, a mvészetben és a
legutdbbi idk ota a bolcsészetben is. Ebben a fejezetben a grafelmélet alapvet fogalomrendszerébe
nyeriink betekintést. Néhany alkalmazéssal is megismerkediink.

¥ Alapfogalmak

7.1.1 Definicio

A G=(V, E) graf a grafpontok (csucspontok, szogpontok) és élek olyan rendszere, amelyben minden
¢l egy vagy két grafcsucsra illeszkedik.

Egy G graf tehat két kiilonboz tipust elembl, cstcsokbdl és élekbl 4ll. Minden élnek két
végpontja van, melyek a csticsok halmazabol keriilnek ki, azt mondjuk, hogy az ¢l 6sszekoti a két
végpontot. Az élek halmaza tehat definidlhato az 6sszes csticsokbol képzett kételem halmazok
részhalmazaként. Gyakran mégis gy tekintenek az ¢lek halmazara, mint egy halmaz amelyen
értelmezve van egy illeszkedési relacid, amely egy ¢élhez egy cstcspart rendel, az €l végpontjait.

Ha az ¢éleket ellathatjuk egy irannyal (iranyitassal), akkor irdnyitott grafot kapunk.

Tekintsiik az alabbi grafot:

A €, B

A graf csucsai :

V={A,B,C,D}

A graf élei:
E= {ep €55 €3, 84}
Ha egy ¢l két cstcsra illeszkedik, akkor 6sszekoti azokat.Az olyan élt, amely egy cstcsra illeszkedik,

tehat kezd- és végpontja azonos, hurokélnek mondjuk.
A fenti grafnak egy hurokéle van, ez az e, €1. Ha két kiilonbz nem hurokélnek végpontjai azonosak,

akkor ezeket tobbszoros éleknek mondjuk. A fenti grafnal t6bbszords €lek az e, €s az e,.

7.1.2. Definicio




Két cstics szomszédos, ha legalabb egy ¢l 6sszekoti ket.

A fenti grafnal szomszédos csticspar példaul az A és a B csucs, de nem szomszédos az A és a D
csucs.

Azokat az ¢€leket, amelyeknek van kdzds végpontja, szomszédos éleknek mondjuk.

A fenti grafnal szomszedos €lpar pl. az e, €s az e;, de nem szomszeédos az e, €s az e, €l

Az olyan csucsot, amelyre egyetlen €l sem illeszkedik, izolalt csticsnak nevezziik. A fenti grafnak
egy izolalt cstcsa van, a C csucs.

A csucs fokszama alatt a ra illeszked élek szamat értjiik. A fenti grafndl az A csucs harmadfoku, a B
masodfoku, a C nulladfokd, a D harmadfoku (a hurokél kettvel emeli a fokszamot)

7.1.3.Definicio

Egy graf egyszer, ha nincsenek benne tobbszoros €s hurokélek, multigraf, ha vannak tobbszoros
¢lei, és multigraf vagy pszeudograf, ha tobbszords élek és hurokélek is vannak benne (nincs egységes
elnevezés az irodalomban). A graf (megkiilonboztet jelz nélkiil) tobbnyire egyszer grafot jelol.

7.1.4. Definicio

Teljes grafnak nevezziik azt az egyszer grafot, amelyben barmely két cstcsot €l kot Gssze.
Az n cstcsu teljes grafot teljes n-szognek is szokas nevezni.
Azt a grafot, amely csupa izolalt csticsbol all iires grafnak nevezziik. Az tires grafnal £ =2.

| > Wi th( G aphTheory): w t h(RandonG aphs):
| > K4 = Conpl et eG aph(4);

| > Edges(K4);

> DrawG aph( K4);

Teljes 4graf

7.1.5. Definicio

Az n csucsu G graf G komplementerén azt a grafot értjiik, amelynek csucsai a G cstcsai, €lei az n
csucsu teljes grafnak azok az ¢élei, amelyek nem ¢lei a G-nek.

7.1.6. Példa
Képezziink véletlenszeren egy otpontu grafot, s adjuk meg a komplementerét !

Megoldas

| > C : = RandonGaph(5, 5);

> G := G aphConpl enent (O) ;

> Edges(O);

> Edges(0Q);
| > plots[display](array([DrawG aph(C), DrawG aph(GQ1]));
|: Graf és komplementere

>

A graf cimkézése altalaban egyedi cimkék (legtobbszor természetes szamok) cstucsokhoz és élekhez
rendelését jelenti. Ha egy graf cstcsai, vagy élei cimkézettek akkor cimkézett grafnak hivjuk,
kiilonben cimkézetlennek. Kiilonbséget tehetlink csucs-cimkézett €s él-cimkézett grafok kozott, ha



hangsulyozni szeretnénk, hogy csak a csucs- vagy ¢élhalmaz elemeit tekintjiik
megkiilonboztethetnek.

7.1.7. Definicié
AG, = (Vl, El) es G, = (Vz, E2) grafok izomorfak, ha I¢tezik egy f: V, <> V, €ltarto bijekcio, azaz

olyan bijektiv leképezés, amely szomszédos csucsokat szomszédos csucsokba, szomszédos ¢éleket
szomszédos ¢élekbe visz at. Az izomorf grafok kozott nem tesziink kiilonbséget, azokat egyenlknek
tekintjiik.

Az alabbi abran két izomorf grafot latunk:

/"J‘F A

=

Egy graf végtelen, ha csucsainak vagy ¢leinek vagy akar mindkettnek szama végtelen. Egy olyan
grafot, amelyben minden csucs fokszdma véges lokalisan véges grafnak hivjuk. Egy grafrdl, ha nem
allitjuk az ellenkezjét, mindig feltehet, hogy véges.

A G grafrészgrafja, egy olyan graf melynek cstcs- és élhalmazai részhalmazai G csucs- és
¢lhalmazainak. Azt mondjuk, hogy G tartalmazza H-t, ha G-nek van olyan részgrafja, mely
megegyezik vagy izomorf H-val (az adott helyzettl fiigg).

Egy H részgraf feszit részgrafja G-nek, ha csticshalmaza megegyezik G-ével. Ekkor H kifesziti G-t.
Egy H részgraf feszitett részgrafja G-nek, ha H barmely két csucsara igaz, hogy szomszédosak H-
ban akkor és csak akkor, ha szomszédosak G-ben. Masként fogalmazva H feszitett részgrafja G-nek,
ha ugy adodik, hogy vessziik G bizonyos szogpontjait és minden, koztiik futé élt.

VY Grafok kezelése Maple-vel

¥ A networ ks csomag hasznalata

[ > restart:
| Toltsiik be mindenekeltt a csomagot:
[ > W t h(networks);

A new(QG) utasitassal, s a csucsok (addvertex) és ¢lek (addedge) megadasaval hozhatjuk Iétre a
| grafot.

> new Q) :




addvertex([A B, C D ,Q:

addedge([{A B}, {A B}, {A D},{D, D], nanmes=[e[ 1], e[ 2], e[ 3], e[ 4]
L 1,0
| A draw utasités felrajzolja a grafot:
[ > draw( G);
| > A graf csulcsai =vertices(G);
| > " A graf élei =edges(Q;
;A G graf éleinek végpontjait az ends(csiicsnév,G) utasitassal kaphatjuk meg:
> for i in edges(G do

I =ends(i, G
| od;
;A G graf csucsainak fokszamat a vdegree(csucsnev, G) utasitassal kaphatjuk meg:
> for i in vertices(G do
I =vdegree(i, Q

| od;
;A grafrol részletes informéciot a show(grafnév) utasitassal kaphatunk:
[ > showW(G);
7.2.1. Példa
Adjuk meg és abrazoljuk a G grdfot a Maple-vel, ha csucsai: V = {1, 2,3, 4,5, 6} és élei: E = {
{12}, {1,5}, {2,3}, {2,5}, {3,4}, {45}, {4,6}}
Megoldas

> new( G :
addvertex([1,2,3,4,5,6],0:

| addedge([{1,2}, {1,5}, {2,3}, {2,5}, {3,4}, {4,5}, {4,6}],0:
| > A graf csucsai =vertices(QG);
[ > A graf elei =edges(0Q);
LA G graf éleinek végpontjait az ends(csucsnév,G) utasitassal kaphatjuk meg:
> for i in edges(Q do

i =ends(i, G
| od;
LA G graf csucsainak fokszamat a vdegree( csucsnév, G) utasitassal kaphatjuk meg:
> for i in vertices(Q do

i =vdegree(i, Qg
| od;
| Végiil felrajzoljuk a G grafot:
[ > draw( G);

G cimkézett egyszer graf.

Y A GraphTheory csomag hasznalata



V Graf létrehozasa

> restart;
. Wi th(G aphTheory):
A graf létrehozasanak alapvet utasitasa a Graph parancs. Iranyitott grafok esetén a

Digraph parancsot hasznaljuk. Mindkét utasitas alkalmazasa esetén a csticsokat rendezett
listaval adhatjuk meg.A csticsok neve lehet egész szam, szimbolum, vagy string. Stringek
| hasznalata estén tetszleges szoveget adhatunk a csucsok nevéiil.

| > G := Gaph([a,b,c]);

| > Vertices(Q;#A csucsok

| > T := Digraph([1,2,3]);

| > Vertices(T);

|> H:= Gaph( ["0:0", "0:1", "1:0", "1:1"] );
| > Vertices(H);

Ha csupan a cstcsok szamat adjuk meg, akkor a csucsok cimkéi automatikusan az 1,2,...,n
| értékek lesznek.

| > G 1= G aph(4);
| > Vertices(Q;

Y Elek megadasa

Az AddEdge utasitassal egy vagy egyszerre tobb él is megadhato.
Iranyitas nélkiili grafok esetén az élek mindegyike az altala 6sszekotott két csucs
| halmazaként adhat6 meg.

> G = Gaph(4);

> AddEdge(G {1, 2});

| AddEdge(G {{2,3},{3,4}});
> Edges(GQ ; #A G graf él ei

Iranyitott grafok éleinek megadasara az AddArc utasitast hasznaljuk. Ekkor az éleket az
altaluk 0sszekotott két csucs listajaval adjuk meg. A lista els eleme az €l kiindulasi
| pontja, a masodik elem a végpontja.

| > H = Digraph(4);

> AddArc(H,{[1,2],[21,3].,[2,3],[2,3],[3,1],[3,4]});

| > Edges(H);

> Departures(H, 3); # A 3-as csucsbol indul 6 él ek
végpontjainak listaja

> Arrival s(H 3);# A 3-as cslUcsha érkez él ek
kezdpontj ainak |istéja

V¥ A graf létrehozasa élek halmazaval

Az iranyitas nélkiili graf [étrehozhat6 az €lei halmazanak megadasaval is. Ilyenkor, ha
kiilon nem adjuk meg a cstcsokat, akkor a csticsok a megadott élek végpontjai lesznek.
Ennek alapjan az elz szekcioban szerepl G grafot- amely egy egyszer 6svény (0t)-




\ 4

\ 4

| megadhatjuk a kovetkezképpen is:

> G = Gaph({{1,2},{2,3},{3,4}});

| > Vertices(Q;
Az AdjacencyMatrix(G) utasitas a G graf szomszédossagi matrixat adja meg. A
szomszédossagi matrix sorai €s oszlopai a graf csucsai szerint vannak indexelve. Az i-edik
sor j-edik eleme 1, ha a graf i-edik cstcsat €l koti 0ssze a j-edik cstcesal, egyébként az

_elem értéke 0. Iranyitas nélkiili graf szomszédossagi matrixa szimmetrikus.

| > Adj acencyMatri x(G);

| Hasonloan iranyitott graf is megadhato €leinek listajaval.

> H:= Digraph({[1, 2],[2,3],[3,4]});
Az irdnyitott graf szomszédossagi matrixa i-edik soranak j-edik eleme 1, ha az i-edik

| csucsbol €l indul a j-edik csucsba, egyébként az elem értéke 0.

| > Adj acencyMatri x(H);

Graf |étrehozasa a szomszédossagi matrix-szal

Az iranyitas nélkiili és iranyitott graf egyarant definialhaté a szomszédossagi matrixa
segitségével is.Ha a csucsok nevét kiilon nem adjuk meg egy listdban, akkor azok cimkéi
| az 1,2,...,n egészek lesznek, ahol n a szomszédossagi matrix dimennzidja (rendje).

[> A Matrix([[O,2,0,0],[1,0,1,0],[0,2,0,1],[0,0,1,01]);
| > G := G aph(A);

;A G graf csucsai:

| > Vertices(Q;

;A G graf élei:

| > Edges(Q);

[ Definidljunk most iranyitott grafot!

|> B := Matrix([[O,21,0,0],[0,0,1,0],[0,0,0,1],[0,0,0,0]]);

_Adjunk nevet a csucsoknak. Legyenek ezek pl. a, b, ¢, d.Ekkor az irdnyitottgraf definicioja
| a kovetkez:

| > H := Digraph([a,b,c,d],B);
| > Vertices(H);

| > Edges(H);

Szomszédok listgjaval

Ha a G grafnak n csucsa van, akkor a szomszédok listdja is n elem, s a lista k-adik eleme
| a k-adik csucs szomszédjainak listaja.

> L :=[[2],[1,3],[24],[3]];
| > G := Gaph(L);

| > Edges(G);

| > Nei ghbors(G);

Iranyitott graf esetén a szomszédossag nem feltétleniil kolcsonos. A kovetkez graf
irayitott kor, iranyitott ¢l vezet az 1-es csticsbol a 2-be, a 2-esbl a 3-ba, a 3-bol a 4-be és

| a 4-bl az 1-be. Ez a lista megfelel a graf kiindulasi csucsai (departures) listdjanak.



> L= [[2],[3],[4].[1]];
| > H := Digraph(L);

| > Vertices(H);

| > Nei ghbors(H);

| > Arrival s(H);

| > Departures(H);

VY Elsorozat hasznalataval

Kényelmes megadasi mod. Az 1,2,3,4 élsorozat az 1 bl 2-e majdinnen a 3-ba, s onnan
| tovabb a 4-es csucsba valo haladast jelenti
[>T :=Trail(1,2,3,4,1);
> G = Gaph(T);
| > Edges(Q);
| > H := Digraph(Trail(a,b,c,d,c,b,a));
| |> Edges(H);

V¥ Sudlyozott élek
;Sﬁlyozott ¢l graf 1étrehozéasakor a weighted opciot kell hasznalnunk.
[ > G 1= Graph(5, weighted);

Az iranyitas nélkili, w sulya (u,v) él a [{u,v}w] formatummal adhaté meg.
| Iranyitott €1 esetén az [[u,v]w] formatumot kell hasznalnunk.

> AddEdge(G [{1, 2}, 2.3]);

| AddEdge(G [{3,4},4.5]);

| > Adj acencyMatri x( G ;

;A WeightMatrix utasitds megadja az élek sulyat

[> W:= WeightMatrix(G;

;Az elz G graf egy lépésben is l1étrehozhato a kovetkez utasitassal
|> G:= Gaph(5, { [{1,2},2.3], [{3,4},4.5] } );
;Az ¢l stlya 0 is lehet.

| > AddEdge(G [{2,3},0.0]);

| > Edges(Q);

| > Adj acencyMatri x(Q;

| > WeightMatri x(Q;

V¥ Grafok abrazolasa

[ Az alabbiakban né¢hany példaval mutatjuk be a f opcidkat. Tovabbi példak talalhatok a
| specialis grafok szekciojaban.

;> G:= Gaph(9,{{1,2},{2,3},{3,1},{6,7},{7,8}});
| > DrawG aph( Q) ;




(> H := Digraph(5,{[1,2],[2,3],[3,4],[2,5]});
| > DrawG aph(H);
| > DrawG aph(H, style=circle);

Ha elégedetlenek vagyunk a csticsok elhelyezkedésével, akkor a SetVertexPositions
| utasitassal valtoztathatunk helyzetiikon.

> Set VertexPositions(H [[0,0],[0.5,0],[1.0,0],[1.5,0],[0.5,
L 1]]);

| > DrawG aph(H);

| > P : = Speci al G aphs: - Pet ersenG aph();

;A jol ismert Petersen graf nem rajzolhaté meg a sikban az élek metszése nélkiil.

| > DrawG aph(P);

;A csucsok elhelyezkedésére vonatkozo informacidkat a graf definicidja tartalmazza.

| > Cet VertexPositions(GQ;

A "spring" modszer minden egyes végrehajtas sordn némiképp mas, "szimmetrikus" dbrat hoz
1étre:

| > DrawG aph( P, styl e=spring,redraw);

;A spring modszer 3D-s dbra létrehozasara is alkalmazhato

| > DrawG aph(P, styl e=spring, di mrensi on=3) ;

;A spring modszer nagyobb méret grafok abrazoldsa esetén is hatékony ( 1000 csticsig).
| > S 1= Speci al Graphs: - Soccer Bal | Graph() ;

| > DrawG aph(S, styl e=spring);

Nagy méret sulyozott grafokat az élek sulyai és a csticsok cimkéi talzsufoltta tehetnek.
| [lyenkor el kell tekinteniink az utobbi informaciok hasznalatatol.

> G:= Gaph({[{a, b}, 2],[{b,c},3],[{c,d},4],[{d, b},5]});
| > DrawG aph(0Q);

| > DrawG aph( G shownei ght s=f al se) ;

| > DrawG aph( G showl abel s=f al se);

Y Graf reprezentacidja matrix-szal

Az AdjacencyMatrix utasitas eredményeként a grafhoz rendelt négyzetes matrixot, a szomszédossagi
matrixot kapjuk. A matrix i-edik soranak j-edik eleme 1, ha az i-edik cstcsot €l kéti 0ssze a j-edik
csuccsal, 0 egyébként. Tekintsiik a korabban definidlt G grafot!

> " Szonszédossagi matri x =Adj acencyMatri x( G ;
|:> DrawG aph( G styl e=circle);
|:> Edges( G ;

Y A gréf bgaréasa

V¥ Fogalmak



Egy séta (¢élsorozat) csucsok és élek valtakozé sorozata, mely csticesal kezddik és csticsban
végzdik, és minden cstcs szomszédos az t megelz és t kovet éllel, illetve minden ¢é1 két
végpontja az t megelz és az t kovet csucs. Egy séta zart, ha els és utolsé cstcsai
megegyeznek, kiilonben nyitott.

A séta (élsorozat) L hossza az ot alkoto €lek szama. Minden nyitott setara L = n—1, ahol n a
meglatogatott csiicsok szdma (minden csticsot annyiszor szdmolunk, ahdnyszor meglatogattuk),
minden zart sétara L = n (a kezd- és végcsucs ugyan kétszer szerepel, de csak egyszer
szamoljuk)

Az élsorozatot vonalnak mondjuk, ha egyetlen ¢l sem fordulhat el benne egynél tobbszor. Az 1t
olyan vonal, amelyben egyetlen csucs sem fordulhat el egynél tobbszor. Ha az ut kezd kezd-
¢és végpontja egybeesik, korrl beszéliink. Az utat egyszer nyilt sétanak, a kort egyszer zart
sétanak is mondjak.

Egy séta, ha minden élet pontosan egyszer hasznal Euler-ut vagy Euler-kor, aszerint, hogy nyilt
vagy zart. A definici6jabol ereden egy ilyen séta egy csticsot akar tobbszor is érinthet.

Két ut pontdiszjunkt (vagy pontidegen, de né¢ha hivjak fiiggetlennek is), ha nincs kdzds csucsuk, a
kezd és végpontjukat leszamitva. Két ut éldiszjunkt (élidegen), ha nincs k6zos éliik.

Az n hosszisagt kort C -nel jeldljik. C, egy hurokel, C, kétszog, azaz egy tobbszorosél-par, C,

egy haromszdog ¢€s igy tovabb.
7.3.1. Definicio

A G grafot 6sszefiiggnek mondjuk, ha barmely két csucsadhoz 1étezik a G-ben ut, amely
Osszekoti ket.

A faegy Osszefiigg, kormentes, egyszer graf.

A fa els foku csucsait levelnek hivjuk. Egy nem levél cstcs a faban bels csucs. Néha van a
fanak egy megkiilonboztetett cslicsa, a gyokér. A gyokeres fa olyan fa, amelyben van gyokér. Az
iranyitott gyokeres fak éleit altalaban a gyokértl elfelé mutato iranyitassal latjuk el.

A T fa részfaja, egy 0sszefiigg részgrafja T-nek.

E r d nek hivunk egy kérmentes egyszer grafot, amely nem feltétleniil 6sszefiigg. (Az erdk
pontdiszjunkt fak unidi, innen az elnevezés.)

Az F erd egy részedje F egy részgrafja.

A feszit fa egy olyan feszit részgraf, amely fa. Minden grafnak van feszit erdje, de feszit
faja, csak az Osszefligg grafoknak.

Az n-ed foku fa (n-aris fa) egy gyokeres fa, amelyben minden csucsnak legfeljebb n gyereke van.
A teljes n-ed foku fdban minden cstcs gyerekeinek szdma pontosan n vagy 0 (az elbbiek a bels
csucsok, az utobbiak a levelek). Az els foku fa egy ut. A masodfoku fat hivjak binaris fanak is
(a bindris fa fogalma altalaban ezen feliil azt is magaban foglalja, hogy kiilonbség van bal- és
jobboldali gyerekek kozott) nevezik.

V A gréf deinek bejérasa




Leonhard Euler

(1707—1783)
portréja, 1753
Emanuel Handmann
(1718—1781)
festménye

Pach Janos: A megtestesiilt analizis — Leonhard Euler
L eonhard Euler élete és munkassaga

Euler grafok

Jabbpart

Bl part

1. dbra
Leonard Euler (1707-1783) nevéhez kapcsolddik az els grafelméleti munka, mely 1736-ban
jelent meg a Szentpétervari Tudoméanyos Akadémia kozleményeiben. Az értekezését Euler az un.
Konigsbergi hidak problémajaval kezdte. A Pregel folyd A, B szigeteit hidak kototték dssze
egymassal €s a partokkal is. Az A szigetet két parhuzamos hid kotdtte 6ssze a jobb parttal, egy hid
a B szigettel, s ugyancsak két parhuzamos hid vezetet az A-rol a bal partra is. B-t egy-egy hid
kototte Ossze a bal és a jobb parttal is és B-rl vezetet egy hid A-ra is , melyet az elbb mar
emlitettiink. A kérdés az volt, be lehet e jarni a hidakat valamely fix C pontb6l oly modon, hogy
minden hidon dtmegyiink pontosan egyszer. Euler 1ényegében teljes altalanossagban megoldotta a
feladatot.



Bal part

Jobb part

2. abra

7.3.2. Definicio

Egy adott G graf dsszes ¢élét tartalmazo vonalat a G graf Euler-vonaldanak nevezziik.
A grafot Euler-grafnak mondjuk, ha nincs izolalt csticsa, és van zart Euler-vonala.

7.3.3. Tétel (sziikséges feltétel)
Ha a G graf Euler-graf, akkor 0sszefligg, ¢s minden csucsa paros fokszamu.
Bizonyitas

A feltétel szerint G-nek van zart Euler-vonala. Ekkor, ha valamely P csucson k-szor aladunk at,
akkor P foka 2 -k (hiszen k-szor bemegylink P-be, de mindannyiszor ki is joviink belle). Masrészt
G-nek nincs izolalt cstcsa, tehat minden csticsa illeszkedik valamely élre, s igy az Euler-vonalon
fekszik, ezért G Osszefligg.

7.3.4. Kovetkezmény

A konigsbergi hidak problémaja megoldhatatlan.
Igaz a tétel megforditasa is, ezt bizonyitas nélkiil kozoljiik:

7.3.5. Tétel (elégséges feltétel)
Ha a G graf 6sszefiigg és minden csucsa paros foku, akkor Euler-féle.
7.3.6. Tétel (Euler tétele)

A G graf akkor és csak akkor Euler-féle, ha 6sszefiigg, ¢s minden csticsa paros fokszama.
V Ejéaras annak eldontésére, hogy a graf Euler-féle-e, vagy sem

Toltstik be mindenekeltt a GraphTheory csomagot!

[> wi th( G aphTheory):

| Tekintsiik elszor a négy csucsu teljes graf-ot. Rajzoljuk {0l a grafot!

| > DrawG aph( Conpl et eG aph(4));

;Az IsEulerian eljaras eldonti, hogy a graf Euler-féle-e, vagy sem:

| > | skEul eri an( Conpl et eGraph(4));

A graf nem Eulr-féle, hiszen nem cstcsai paratlan fokszamuak. Tekintsiik most a teljes 5-
| grafot:

| > DrawGr aph( Conpl et eGraph(5));
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|_> | sEul eri an( Conpl et eG aph(5), 'T');
I:Ennek minden csucsa paros fokszamu, igy a tétel értelmében Euler-féle. Egy zart Euler-
vonala:

>

A gréf cslcsainak bejarasa
7.3.7. Definici6

Az olyan kort, amely a G graf minden csucsan athalad a G graf Hamilton kérének nevezziik
Nincsen minden grafnak Hamilton kore. Nem ismeretes a Hamilton kor 1étezésének sziikséges €s
elégséges feltétele.

Egy elégséges feltételt kozliink:

7.3.8. Tétel

Ha egy n pontt egyszer graf minden pontjanak foka legalabb % (n > 3), akkor van a grafnak

Hamilton-kore.
[> Wi th(G aphTheory):
| > Wi th(Speci al Graphs):

Az IsHamiltonian utasitassal eldonthetjiik a grafrdl, hogy van-e Hamilton kore. Az alabbi
beallitas alapjan iizenetet kapunk arrdl, hogy milyen eljarast alkalmaz az IsHamiltonian utasitas:

7.3.9. Példa
Tekintsiik a nevezetes Petersen-gréf -ot! Legyen egy 5 elem halmaz, P={0,1,2,3,4} Ebbl a

halmazbol kivélasztjuk az dsszes kételem részhalmazt. Ezek szdma: (2 ) =10 Ezeket a

kételem halmazokat megfeleltetjiik a graf csucsainak: V = {{0,1},{0,2},{0,3},{0,4},{1,2},{1,3}
A1,45,{2,31,{2,4},{3,4}}

Akkor van €l a graftban két csucs kozott, ha a csticsoknak megfelel halmazok diszjunktak, azaz

E= {{u,V}E(g) cuNv=g}
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[> infol evel [IsHami I tonian] = 2;
| Adjuk meg a grafot!
| > P 1= PetersenG aph();
| Rajzoljuk ol a grafot!

| > DrawG aph(P);

| Vizsgaljuk meg az IsHamiltonian utasitassal, hogy van-e a grafnak Hamilton-kore!
[ > |'sHam | t oni an(P);

A gréafnak nincs Hamilton-kore.Vegylink hozza a grafthoz egy élet, kossiik Ossze az 1-es és a 3-as
| csucsot!

| > AddEdge(P, {1,3});

| > IsHam [ tonian(P, 'C);
;Ennek a grafnak mar van Hamilton kore.
[ > HighlightTrail (P, C red);
|> "A Ham | ton kor =C,

:J elenitsiilk meg a Hamilton-kort!




| > DrawG aph(P);
| Tekintsiik az 4ltalanositott Petersen-grafot
| > M =General i zedPet er senG aph(6, 2) ;
| > DrawG aph(M;
| > | sHami | tonian(M 'C);
| Ennek a grafnak is van Hamilton-kore
| > HighlightTrail (M C, red);
| > DrawG aph(M;
>

Y Iranyitott grafok

Ha egy graf ¢leihez meghatéarozott iranyt rendeliink, akkor iranyitott grathoz jutunk. Egy €It akkor
neveziink iranyitottnak, ha megmondjuk, hogy a két végpontja koziil melyiket nevezziik
kezdpontnak és melyiket végpontnak. Az élek irdnyitasat altalaban nyilhegyekkel jelolik. Legyen a
H graf iranyitott. A

Py, ky, P,ky Py ...k, P

S

¢lsorozatot folytatolagosan iranyitott €lsorozatnak nevezziik, ha minden i-re (i=1,2,... ,s)ak, ¢l
kezdpontja P,

i—1
A folytatolagoan irdnyitott élsorozatot elgondolhatjuk, mint egy autokdzast egyiranyt utcakon. A
tovabbiakban akoriilményes "folytatdlagosan" iranyitott" kifejezés helyett egyszeren az "iranyitott"
sz6t hasznaljuk.

Az irényitott grafoknal is bevezethetjiik a vonal és az Gt fogalmat, természetesen figyelembe kell
venniink az ¢lek iranyitasat. Az alabbi dbra iranyitott grafjdban CdFgEfDeC iranyitott kor,
AhFgEfDeCdF iranyitott vonal.

végpontja P, .




Az iranyitott grafot dsszefiiggnek mondjuk, ha az élek iranyitasnak megsziintetésével kapott
irdnyitas nélkiili graf 6sszefiigg. Ez a fogalom azonban nem jellemzi megfelelen az irdnyitott
grafban a csucsok elérhetségét. Ha egy telepiilésen csupa egyiranyt utca van, akkor hidba
Osszefiigg az uthaldzat, nem biztos, hogy barhonnan barhova el tudunk jutni a kézlekedési
szabalyok betartdsaval. Ezért az irdnyitott grafoknal egy uj fogalomra, az ers dsszefiiggés fogalmara
van szilikség.

7.4.1. Definicio

Azt mondjuk, hogy az irdnyitott G graf ersen 0sszefiigg, ha barmely csticsabdl barmely csticsaba el
lehet jutni irdnyitott uton.

Ha G ersen 0sszefiigg, akkor 0sszefligg, de megforditva ez nem mindig igaz. Az aldbbi dbran
lathat6 graf pl. 6sszefiigg, de nem ersen Gsszefiigg, mert az A csucsbol a B csticsba nem vezet
iranyitott ut.



Az iranyitott grafok esetében is beszélhetiink (iranyitott) Euler-vonalrdl és (iranyitott) Hamilton
korrl.

Iranyitott grafokban egy csucs fokszama a belle kiindul6 és a benne végzd ¢élek szamanak a
kiilonbsége. Legyen f(P) a P-ben kezdd, n(P)

f(P)<n(P),
akkor P-t forrasmentes csticsnak, ha
n(P)<f(P),

akkor P-t nyelmentes csucsnak nevezziik. Ha egy graf minden csticsa forrdsmentes, akkor a G
forrasmentes graf, ha minden csucsa nyelmentes, akkor nyelmentes graf.
7.4.2. Tétel

Minden forrdsmentes graf egyidejleg nyelmentes is. Ugyanigy, minden nyelmentes graf
forrasmentes.

Bizonyitas
Tegyiik fol, hogy G forrdsmentes, vagyis legyenf (P) <n(P) a G minden P pontjara. Szamoljuk
Ossze a G graf éleit tigy, hogy minden csucsnal az onnan kiindul6 éleket vessziik figyelembe. Az élek
szama igy

f(P1)+f(P2) +.. .+f(Pn).
Ugyanezt a szamot kapjuk akkor is, ha minden cstcsnal az ott végzd ¢leket vessziik szamitasba:

n(P1)+n(P2) + ...+ n(Pn).
Mivel feltevésiink szerint minden i-re (=1,2,...,n)

f(Pl.) <n(FP;),

mindentitt az egyenlség érvényesiil, tehat



S (F)=(F)
minden i-re,tehat G nyelmentes. Analég mddon igazolhato a tétel masodik allitasa is.
Ezutan konnyen atfogalmazhatjuk az Euler-tételt iranyitott grafokra.

7.4.3. Tétel

A G grafban akkor és csak akkor létezik zart iranyitott Euler-vonal, ha G 6sszefligg és forrasmentes.
V¥ Relaciok reprezentacidja iranyitott grafokkal

Az A halmazon értelmezett R = 4 x A homogén relacid - a matrix-reprezentacio mellett-olyan
iranyitott graffal is reprezentalhat6, amelynek csucsai az A halmaz elemei, €lei pedig pontosan
azok az (a, b) ¢élek, amelyekre (a, b) € R.. Ezzel a megéllapodassal egy-egyértelm
megfeleltetést hoztunk létre az A halmazon értelmezett relaciok, és az olyan iranyitott grafok
kozott, amelyeknek csucsai az A halmaz elemei.

Ez azt jelenti, hogy minden, a relaciokra érvényes allitasnak megfeleltethet a grafokra vonatkozo
kijelentés, és megforditva.

Az alabb abran lathat6 irdnyitott graf az a, b, ¢ és d csucsokbdl és az (a,b), (a,d), (b,b), (b,d), (c,
a), (c,b) és (d,b) élekbl all. Ennek megfelelen az R relacio

R ={(ab), (a,d), (b,b), (b,d) (c,a) (c,b), (d,b) }

L
-

\ 4 Eljaras a relacio matrixahoz tartozo graf meghatarozasara
> W t h( net wor ks):
graf: =proc(S)
| ocal el ek, sul yok, csucsok,i,j:
el ek: =NULL: sul yok: =NULL: csucsok: =NULL:
for i to linalg[rowdin](S) do
for j tolinalg[coldim(S) do
if S[i,j]<>0 then
el ek:=el ek, [i,]]:
sul yok: =sul yok, S[i,]]:

>
>
>
>
>
>
>
>



fi:

od:

csucsok: =csucsok, i :
od:
new G :
addvertex(csucsok, G :
addedge([ el ek], wei ghts=[sul yok], ©:
> print( A graf élei, a relaciot alkoté parok =ends(Q):
> dram G ;
> end:

V V. V V V

7.4.5. Példa

Legyen adott az R relacio My, matrixa:

101
M,=[100
010

Adjuk meg a relaciot reprezentalo grafot!
Megoldas

;> M =Matrix(4,4,[21,0,21,1,1,1,0,0,0,1,0,1,1,0,1,0]);
> G=G:
> graf (M;

A graf képe nem nyujt teljes képet a grafrdl, mert a graf irdnyitott, s az 4bra nem mutatja az
iranyitast, ezért az eljaras az éleket is kiirja.

A GraphTheory csomagot is hasznalhatjuk.A grafot kdzvetleniil is 1étrehozhatjuk a
szomszédossagi matrix segitségével. Ezen matrix i-edik sordnak j-edik eleme 1, ha az i-edik
csucsot €l koti Ossze a j-edik csuccsal, 0 egyébként. Itt viszont nem jelenithetk meg a

| hurokélek, ezért itt is megadjuk a graf ¢leit.

| > Wi th(G aphTheory): ML.: =G aph(M ; DrawG aph( ML) ; Edges( M) ;
>

¥ Fagrafok

Ebben a paragrafusban csak roviden foglalkozunk a fagrafokkal, de a 8. fejezetben visszatériink
rajuk. Idézziik {6l elszor a fagraf fogalmat!

7.5.1. Definicio

Az Osszefiigg, kormentes grafot fagrdfnak nevezziik

Az elnevezést az indokolja, hogy a fagrafok alakja sokszor valoban a csupasz agu téli fakra hasonlit.
A definiciobol rogton kovetkezik, hogy egy G faban barmely két csucsot pontosan egy ut kot dssze.
Az Osszefiiggség miatt ui. van ilyen 0sszekot t, a kdrmentességbl pedig levezethet, hogy egynél
tobb nem lehet.



A fa els foku csucsait levélnek hivjuk. Egy nem levél cstcs a faban bels csucs. Néha van a fanak
egy megkiilonboztetett csucsa, a gyokér. A gyokeres fa olyan fa, melyben van gyokér. Az ilyen fakat
iiltetett fanak is nevezziik. Az iranyitott gyokeres fak éleit altalaban a gyokértl elfelé mutato
iranyitassal latjuk el.

7.5.2. Tétel

Az n-pontu Osszefiigg grafnak legalabb n — 1 ¢le van.

7.5.3. Tétel

Osszefiigg graf barmely korének egy tetszleges élét torolve ismét 6sszefiigg grafot kapunk.
Bizonyitas

Feltehetjiik, hogy a torolt €1 nem hurokél, hiszen hurokél térlése nem sziinteti meg az
Osszefiiggséget. Toroljiik az osszefiigg G graf egy K korének {a,b} ¢lét. Ha G-ben az {a,b} élen

megyiink végig, a-bol b-be - vagy b-bl a-ba - jutunk; ezt pedig a térlés utan is megtehtjik K
megmaradt ¢lein haladva. Tehat az {a,b} ¢l torlése utan is eljuthatunk G barmely pontjabol barmely
masikba, nem torolt éleken haladva. Ha kdzben valamely kor é€leit is bejarnok, azokat kihagyva, ut
¢lein haladhatunk.

A tétel alapjan arra kovetkeztethetiink, hogyaz n ponta és n — 1 él 6sszefiigg grafok kdrmentesek,
ugyanis, ha volna egy n pont1 ésn — 1 €1, kort tartalmazo osszefligg graf, akkor annak egy korbe
tartozo elet tordlve n-ponta esn — 2 €l dsszefligg grafot kapnank, ellentében azzal, hogy egy n-
pontu Osszefligg grafnak legalabb n — 1 ¢éle van. Ervényes tehat a kovetkez allitas, amely egytttal a
minimalis szdmu ¢élt tartalmazo dsszefiigg grafok jellemz tulajdonsagat szolgéltatja:

7.5.4. Tétel

Az n- pontu és n-1 ¢é1 6sszefiigg grafok fak.

7.5.5. Tétel

Ha egy n-pontt grafnak legalabb n éle van, akkor van a grafban kor.

Ha ezek utan tekintetbe vessziik, hogy minden n-ponta dsszefiigg grafnak legalabb n — 1 éle van,

akkor kiondhatjuk, hogy minden n-pontt dsszefiigg kormentes grafnak pontosann — 1 €le van.
Ervényes tehat a kdvetkez tétel:

7.5.6. Tétel

Az n-pontt fagraf éleinek szdma n-1.

A két tétel 0sszefoglalva:
7.5.7. Tétel

Az n pontl 0sszefligg graf akkor és csak akkor fagraf, ha n-1 éle van.

A kovetkezkben bemutatunk néhany, a fagrafok kezelésére vonatkozd Maple-utasitast.

| > restart;

[> W th(networks):

| > with(G aphTheory):

;Létrehozzuk a T grafot. A graf iranyitas nélkiili, éleinek végpontjaival definidljuk.

> T := Gaph({{1,2},{2,3},{2,4},{3,5},{3,6},{3,7},{4,8},{4,9}});
:F elrajzoljuk a grafot:
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| > DrawG aph(T);
A TreeHeight(T,r) utasitds megadja a gyokérnek tekintett r csticstol valé maximalis tdvolsagot, tehat
| a legtavolabbi csucs(ok)ba vezet ut éleinek szamat.

| > TreeHei ght (T, 4);

Tehat, ha a 4-es csticsot tekintjiik a gyokérnek, akkor a legtavolabbi cstics(ok)nak tavolsaga (ezek itt
| most az 5,6,7 cimké¢j csucsok) tle 3.

| > TreeHeight (T, 9);

A 4-es szamu csucsot gyokérként tekintve 3 a legnagyobb tavolsag, a 9-es esetén pedig 4.
| Jelenitsiink meg egy 4 hosszisagu ¢lsorozatot!

| > H = I nducedSubgraph(T,[9,4,2,3,5]);

| > Hi ghlight Subgraph(T, H, red, green);

| > DrawG aph(T);

[ Az IsTree utasitassal eldonthetjiik, hogy a tekintett graf fa-e vagy sem.
| > "Fagraf-e a T ? =IsTree(T);

;A RandomGraphs csomagot betoltve véletlenszeren generalt grafokat hozhatunk 1étre
> W t h(RandonGr aphs) ;

> T := Randonir ee( 10, degree<5);

| > DrawG aph(T);

;Az ¢leknek véletlenszeren (is) adhatunk stlyt:

| > T := Randonilree(8, weights=1..9);

[> IsTree(T);

A Weightmatrix utasitas megadja a stilyozott ¢leket. Az i-edik sor j-edik eleme az i-edik csucsot a j-
| edik csticesal 6sszekot €l sulyat adja meg.

[ > Vi ght Matrix(T);
| > DrawG aph(T);

Kiilonleges szerepek azok a fak amelyeknek minden eldgazasa (legfeljebb) kétiranyu. Az ilyen
|fakat binaris faknak nevezziik. Az alabbi abran egy binaris fa lathatd. A fa gyokere az a csucs.

> &@:= Gaph([a,b,c,d,e,f,qg,h,i,j,k]):

AddEdge( &, {{a, b}, {a,c},{b,d},{b,e},{c,f},{c,a},{d, h}, {d, i}, {f,
L {f ki)
| > DrawG aph(@&2, styl e=tree, root=a);

>

Ellenrz kér dések

. Hatarozza meg a graf fogalmat!

. Mikor neveziink egy grafban két ¢lt, két csucsot szomszédosnak?
. Mikor beszéliink hurokélrl és mikor to6bbszords élekrl?

. Mit értiink 1zolalt csucson?

. Mikor beszéliink véges, illetve végtelen grafrol?

. Hatarozza meg a részgraf fogalmat!

. Mit értiink séta (élsorozat), vonal, ut, kor alatt?

. Igaz-e, hogy minden ut vonal?
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9. Mit értlink grafelméleti szempontbdl hatszogon?

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.

Mit értiink a grafban egy cstcs fokan?

Hatarozza meg az egyszer graf fogalmat!

Mit értiink teljes graf, illetve lires graf alatt?

Hény ¢éle van egy teljes n-grafnak?

Mit értiink egy graf komplementerén?

Mekkora egy k-adfoku P cstcs fokszama az n csucstt G gaf komplementerében?
Hatarozza meg a grafok izomorfizmusat!

Mikor tekintiink két grafot egyenlnek?

Mi az Euler-vonal?

Mikor neveziink egy grafot Euler-grafnak?

Mi a sziikséges ¢és elégséges feltétele annak, hogy a graf Euler-féle legyen?

Mit értiink egy graf Hamilton-korén?

Hatarozza meg az iranyitott graf fogalmat!

Mit értiink folytatolagosan iranyitott élsorozaton?

Miyen fogalmakat hasznalunk az irdnyitott grafok osszefiigségének jellemzésére?
Milyen kapcsolatban van az 0sszefliggség €s az ers 0sszefliggség?

Rajzoljon fel olyanirdnyitott grafot, amelyik dsszefiigg, de nem ersen 0sszefiigg!
Hatérozza meg a csticsok forrdsmentességének és nyelmentességének fogalmat!
Mikor neveziink egy iranyitott grafot forrasmentesnek, illetve nyelmentesnek?
Milyen kapcsolatban van a nyelmentesség €s a forrdsmentesség, mint graftulajdonsag?
Hogyan fogalmazhatjuk meg az Euler-tételt iranyitott grafokra?

Milyen kapcsolat van a relaciok és a grafok kozott?

Hogyan adhatunk meg grafokat matrixok segitségével?

Hatarozza meg a fagraf fogalmat!

Milyen 0sszefiiggés van a fakban a csticsok szdma ¢és az élek szdma kozott?

Mikor beszéliink iiltetett far6l?

Milyen grafot neveziink binaris fanak?



